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O presente trabalho trata de alguns resultados sobre diferenciabili-
dade de funções definidas sobre Espaços de Banach. Desta forma,
o seu objetivo é apresentar estes resultados e relacioná-los com a
noção de derivada estudada nas disciplinas de graduação. O terceiro
capítulo, intitulado "Regras operacionais", permite que essa relação
seja facilmente feita. Por fim, o último capítulo traz o conceito de
diferenciabilidade em espaços produtos, ou seja, os resultantes do
produto cartesiano entre dois espaços de Banach.
Palavras-chaves: Diferenciabilidade. Espaço de Banach. Derivada
de Fréchet. Derivada de Gâteaux.

ABSTRACT
This assignment deals with some results about differentiability of
definited functions on Banach spaces. This way, its objective is to
show these results and associate them with derivate notion studied
in the graduations courses. The third chapter, named "Operations
Rules", allows this relation be made easily. In the end, the last chap-
ter brings the differentiability in product spaces concept, that is,
those resulting from the Cartesian product between two Banach s-
paces.
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NOTAÇÕES
Neste texto usamos as seguintes notações:
• |x| denota o módulo de um número real x;








e do produto interno < x, y >=
n∑
i=1
xi.yi, em que x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn;
• ||x||E denota a norma de um elemento x pertencente ao espaço
normado E;
• 0E denota o elemento nulo do espaço normado E;
• L(E,F ) denota o espaço normado das transformações lineares
e contínuas definidas no espaço normado E e que assumem
valores no espaço normado F ;
• T.x denota uma transformação linear e continua T aplicada no




(a) denota a derivada de uma função real f , de uma variável











(a) denota a i-ésima derivada parcial de uma função real f ,




(a) : = lim
t→0









Este trabalho trata de alguns resultados importantes do Cál-
culo Diferencial para funções definidas sobre espaços de Banach. Pa-
ra o bom entendimento deste, recomendamos que se tenha boa fa-
miliaridade com os principais conceitos da Análise Real e com os
conceitos introdutórios da Análise Funcional Linear.
Dada uma função f : I → R, em que I ⊂ R é um intervalo
aberto, sabemos que f é diferenciável, ou derivável, no ponto a ∈ I






Neste caso, o limite em (1.1) é denotado por f ′(a), ou por df
dx
(a).
O objetivo então é generalizar a noção de diferenciabilidade
para quando se tem uma função f : U → F , em que U ⊂ E é um
conjunto aberto e E e F são espaços de Banach. Notemos que, para
este caso, o quociente
f(a+ h)− f(a)
h
pode não estar bem definido. Desta forma, é interessante obter uma
forma equivalente à definição de diferenciabilidade e que seja passível
de generalização. Quando f : I → R, em que I ⊂ R é um intervalo
aberto, é diferenciável em a ∈ I, temos que












que por sua vez é equivalente a existência de uma função ε tal que,
para todo h ∈ R suficientemente próximo de 0, tem-se
f(a+ h) = f(a) + f ′(a).h+ ε(h) e lim
h→0
ε(h)
|h| = 0. (1.2)
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Observando que a função h ∈ R 7→ f ′(a).h ∈ R é uma transformação
linear e contínua, temos que (1.2) pode ser generalizado para quando
se tem f : U → F , em que U ⊂ E é um conjunto aberto e E e
F são espaços de Banach. No Capítulo 2, tratamos precisamente
da generalização da noção de diferenciabilidade, para funções que
estão definidas em conjuntos abertos de um espaço de Banach e que
assumem valores em outro espaço de Banach, e as relações disto com
o conceito de continuidade.
Tal como ocorre em um curso de Cálculo I, é interessante,
para efeitos de cálculo, que se tenham bem estabelecidas as regras
operacionais para esta noção de diferenciabilidade em espaços de
Banach. Isso é precisamente feito no Capítulo 3.
Um detalhe interessante a ser observado é que nos Capítulos
2 e 3 não é de forma alguma assumido que os espaços de Banach
considerados são também produtos cartesianos de espaços normados.
No Capítulo 4, então, estabelecemos alguns resultados sobre diferen-
ciabilidade de funções f : U → F , em que U ⊂ E é um conjunto
aberto e E e F são espaços de Banach que são também produtos
cartesianos de espaços normados.
O estudo deste trabalho se baseou principalmente na obra
de Kesavan (2004), mas também usa resultados que podem ser en-
contrados nas obras de Kreyszig (1989) e Lima (2010).
2 A NOÇÃO DE DIFERENCIABILIDADE
Neste trabalho, E, F e G sempre irão denotar espaços de
Banach.
Definição 1. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto, f : U → F uma
função e h ∈ E. Dizemos que f possui a derivada de Gâteaux em








Se, para todo h ∈ E, f possui a derivada de Gâteaux em a, na direção
h, dizemos que f é Gâteaux derivável, ou Gâteaux diferenciável, em
a.
Uma questão natural que ocorre é se Gâteaux diferencia-
bilidade implica em continuidade. A resposta para esta questão é
negativa, conforme veremos no exemplo a seguir.




x6 + y3 , se (x, y) 6= (0, 0),
0 , se (x, y) = (0, 0).
Considerando a = (0, 0) e h = (h1, h2), temos que
f(a+ th)− f(a)
t



























ou seja, f é Gâteaux derivável em a. Por outro lado, considerando as
curvas γ1(t) = (0, t) e γ2(t) = (
√
t, t), temos que lim
t→0












2 , e com isso
concluímos que f não é contínua em a.
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Definição 2. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto e f : U → F
uma função. Dizemos que f é diferenciável, ou Fréchet diferenciável,
em a ∈ U se existe f ′(a) ∈ L(E,F ) tal que, para todo h ∈ E
suficientemente próximo de 0E , tem-se





‖ h ‖E = 0F .
Se f é diferenciável em x, para todo x ∈ U , dizemos que f é diferen-
ciável.
Observação 1. Notemos que, de forma equivalente, podemos dizer
que a função f : U → F é diferenciável em a ∈ U se existe f ′(a) ∈
L(E,F ) tal que, para todo x ∈ E suficientemente próximo de a,
tem-se





‖ x− a ‖E = 0F ,
ou





‖ x− a ‖E = 0F .
Proposição 1. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto e f : U → F uma
função. Se f é diferenciável em a ∈ U , então f é contínua em a.
Demonstração. Se f é diferenciável em a ∈ U , então existe f ′(a) ∈
L(E,F ) tal que, para todo h ∈ E suficientemente próximo de 0E ,
tem-se
















f(a+ h) = lim
‖h‖E→0





f ′(a) · h+ lim
‖h‖E→0
ε(h)
= f(a) + f ′(a) · 0E + 0F
= f(a),
ou seja, f é contínua em a. 
Proposição 2. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto e f : U → F uma




(a) = f ′(a) · h,
para todo h ∈ E.
Demonstração. Se f é diferenciável em a, então existe f ′(a) ∈ L(E,F )
tal que, para todo v ∈ E suficientemente próximo de 0E , tem-se





‖ v ‖E = 0F .
Desta forma, dado arbitrariamente h ∈ E e t ∈ R suficientemente
próximo de 0, tem-se
f(a+ th) = f(a) + f ′(a) · (th) + ε(th) (2.1)





‖ th ‖E = lim‖th‖E→0
ε(th)
‖ th ‖E = 0F .
De (2.1), temos que
ε(th) = f(a+ th)− f(a)− f ′(a) · (th)
= f(a+ th)− f(a)− t · f ′(a) · h
e daí,
‖ h ‖E . ε(th)‖ th ‖E =
ε(th)
|t| =






‖ h ‖E · ε(th)‖ th ‖E
]
=‖ h ‖E · lim
t→0
ε(th)


























= f ′(a) · h.

A proposição a seguir trata da unicidade da diferencial.
Proposição 3. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto e f : U → F
uma função diferenciável em a ∈ U . Se existe T ∈ L(E,F ) tal que,
para todo h ∈ E suficientemente próximo de 0E, tem-se






‖ h ‖E = 0F ,
então
T = f ′(a).
Demonstração. Se existe T ∈ L(E,F ) tal que, para todo v ∈ E
suficientemente próximo de 0E , tem-se





‖ v ‖E = 0F ,
então, dado arbitrariamente h ∈ E e t ∈ R suficientemente próximo
de 0, tem-se





‖ th ‖E = lim‖th‖E→0
ε(th)
‖ th ‖E = 0F .
De (2.2), temos que
ε(th) = f(a+ th)− f(a)− T · (th)
= f(a+ th)− f(a)− t · T · h
e daí,
‖ h ‖E · ε(th)‖ th ‖E =
ε(th)
|t| =






‖ h ‖E · ε(th)‖ th ‖E
]
=‖ h ‖E · lim
t→0
ε(th)
‖ th ‖E = 0F ,


























= T · h.
Então, da Proposição 2, temos que
f ′(a) · h = ∂f
∂h
(a) = T.h,
para todo h ∈ E. Logo, f ′(a) = T .

Corolário 1. Sejam U ∈ E um conjunto aberto e f : U → F uma
função diferenciável em a ∈ U . Se existe T ∈ L(E,F ) tal que, para
todo x ∈ E suficientemente próximo de a, tem-se





||x− a||E = 0F ,
então
T = f ′(a).
Exemplo 2. Vamos mostrar que a função f : R2 → R definida por
f(x) = x21 + x22, para todo x = (x1, x2) ∈ R2, é diferenciável. Para
isto, devemos exibir uma transformação T ∈ L(R2,R) tal que






‖ h ‖E = 0.
Uma questão natural que ocorre é como determinar uma transfor-
mação T ∈ L(R2,R) que satisfaça as condições acima. Sabendo que
toda função diferenciável é Gâteaux derivável e que, neste caso, te-
mos f ′(a).h = ∂f
∂h
(a), para todo h ∈ R2, então a “candidata” à T
é a função h 7→ ∂f
∂h
(a). Dada arbitrariamente a = (a1, a2) ∈ R2 e
h = (h1, h2) ∈ R2, temos que
f(a+ th)− f(a)
t
= (a1 + th1)




1 + 2ta1h1 + t2h21 + a22 + 2ta2h2 + t2h22 − a21 − a22
t








= 2a1h1 + 2a2h2.
Notemos que T : R2 → R definida por T.h = 2a1h1 + 2a2h2, para
todo h = (h1, h2) ∈ R2, é linear. De fato, para quaisquer h = (h1, h2)
e k = (k1, k2) em R2 e λ ∈ R, temos
T.(h+ λk) = 2a1(h1 + λk1) + 2a2(h2 + λk2)
= 2a1h1 + λ2a1k1 + 2a2h2 + λ2a2k2
= 2a1h1 + 2a2h2 + λ(2a1k1 + 2a2k2)
= T.h+ λT.k.
Além disso, sendo R2 um espaço vetorial de dimensão finita, segue
da linearidade de T que T também é contínua. Finalmente, para
mostrar que f é diferenciável em a, notemos que, fazendo
ε(h) := f(a+ h)− f(a)− T.h,
temos
f(a+ h) = f(a) + T.h+ ε(h).
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Além disso,
ε(h) = (a1 + h1)2 + (a2 + h2)2 − (a21 + a22)− (2a1h1 + 2a2h2)
= a21 + 2a1h1 + h21 + a22 + 2a2h2 + h22 − a21 − a22 − 2a1h1 − 2a2h2
= h21 + h22





‖ h ‖R2 = lim‖h‖R2→0
‖ h ‖R2= 0.
Logo, pela Proposição 3, temos que f é diferenciável em a = (a1, a2) ∈
R2 e
f ′(a).h = 2a1h1 + 2a2h2,
para todo h = (h1, h2) ∈ R2.
Observação 2. Notemos que, do Exemplo 1 e da Proposição 1, é
possível concluir que nem toda função Gâteaux derivável é diferen-




x6 + y3 , se (x, y) 6= (0, 0),
0 , se (x, y) = (0, 0),
é Gâteaux derivável em a = (0, 0), mas não é contínua em a = (0, 0)
e, consequentemente, pela Proposição 1, não é diferenciável em a =
(0, 0).
Proposição 4. Sejam U ⊂ R um conjunto aberto e a ∈ U . Se
f : U → R é uma função, então são equivalentes as seguintes afir-
mações:
(a) f é derivável em a;
(b) f é diferenciável em a;




(a).h = f ′(a).h = ∂f
∂h
(a),
para todo h ∈ R.
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Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que (a) implica em











para todo h ∈ R. Fazendo
ε(h) := f(a+ h)− f(a)− T.h,
temos que




































Logo, f é diferenciável em a e
f ′(a).h = T · h = df
dx
(a) · h,
para todo h ∈ R.
Sobre (b) implicar em (c), segue da Proposição 2.
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Finalmente, vamos mostrar que (c) implica em (a). Se f é
























em que ho = 1. Logo f é derivável em a.

Exemplo 3. Sejam f1 : R → R, f2 : R → R e f3 : R → R as
funções definidas por f1(x) = sen(x), f2(x) = x4 e f3(x) = ex,
respectivamente. Para qualquer a ∈ R, temos que f1, f2 e f3 são
deriváveis em a e, pela Proposição 4, são também diferenciáveis em
a e f ′1(a) : R → R, f ′2(a) : R → R e f ′3(a) : R → R são as funções
definidas por
f ′1(a) · h = (cos(a)) · h,
= f ′2(a) · h
= 4a3 · h
e
f ′3(a) · h = ea · h,
para todo h ∈ R.
3 REGRAS OPERACIONAIS
Neste capítulo, iremos estabelecer as regras operacionais pa-
ra funções diferenciáveis em Espaços de Banach.
Proposição 5. Seja U ⊂ E um conjunto aberto. Se f : U → F
e g : U → F são funções diferenciáveis em a ∈ U , então a função
(f + g) : U → F é diferenciável em a e
(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a).
Demonstração. Se f : U → F e g : U → F são funções diferenciáveis
em a, então existem f ′(a) ∈ L(E,F ) e g′(a) ∈ L(E,F ) tais que, para
todo h ∈ E suficientemente próximo de 0E , tem-se
f(a+ h) = f(a) + f ′(a).h+ ε1(h),





‖ h ‖E = 0F = lim‖h‖E→0
ε2(h)
‖ h ‖E .
Daí, para todo h ∈ E suficientemente próximo de 0E , tem-se
(f + g)(a+ h) = f(a+ h) + g(a+ h)
= f(a) + f ′(a).h+ ε1(h) + g(a) + g′(a).h+ ε2(h)
= f(a) + g(a) + f ′(a).h+ g′(a).h+ ε1(h) + ε2(h)
= (f + g)(a) + (f ′(a) + g′(a)).h+ ε1(h) + ε2(h).
Fazendo ε(h) = ε1(h) + ε2(h), temos
(f + g)(a+ h) = (f + g)(a) + (f ′(a) + g′(a)).h+ ε(h)



















‖ h ‖E + lim‖h‖E→0
ε2(h)
‖ h ‖E
= 0F + 0F
= 0F .
Então, pela Proposição 3, concluímos que f + g : U → F é diferen-
ciável em a e
(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a).

Corolário 2. Seja U ⊂ E um conjunto aberto. Se f1 : U → F ,
f2 : U → F , . . ., fn : U → F são funções diferenciáveis em a ∈ U ,
então a função (f1 + f2 + . . .+ fn) : U → F é diferenciável em a e
(f1 + f2 + . . .+ fn)′(a) = f ′1(a) + f ′2(a) + . . .+ f ′n(a).
Exemplo 4. Seja f : R → R a função definida por f(x) = x4 +
sen(x)+ex. Segue do Exemplo 3 e do Corolário 2 que, para qualquer
a ∈ R, f é diferenciável em a e f ′(a) : R → R é a função definida
por
f ′(a).h = (4a3 + cos(a) + ea).h
para todo h ∈ R.
Proposição 6. Sejam U ⊂ E um conjunto aberto e λ ∈ R. Se
f : U → F é uma função diferenciável em a ∈ U , então a função
(λf) : U → F é diferenciável em a e
(λf)′(a) = λ · f ′(a).
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Demonstração. Se f : U → F é diferenciável em a, então existe
f ′(a) ∈ L(E,F ) tal que, para todo h ∈ E suficientemente próximo
de 0E , tem-se





‖ h ‖E = 0F .
Daí, para todo h ∈ E suficientemente próximo de 0E , tem-se
(λf)(a+ h) = λf(a+ h)
= λ[f(a) + f ′(a).h+ ε1(h)]
= λf(a) + λ.f ′(a).h+ λε1(h)
= (λf)(a) + (λf ′(a)).h+ λε1(h).
Fazendo ε(h) = λε1(h), temos





‖ h ‖E = lim‖h‖E→0
λε1(h)





= λ · 0F = 0F .
Então, pela Proposição 3, concluímos que (λf) : U → F é diferen-
ciável em a e
(λf)′(a) = λ · f ′(a).

Exemplo 5. Seja f : R → R a função definida por f(x) = 14 .x
4.
Segue do Exemplo 3 e da Proposição 6 que, para qualquer a ∈ R, f
é diferenciável em a e f ′(a) : R→ R é a função definida por
f ′(a).h = 14 .4a
3h = a3.h,
para todo h ∈ R.
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Lema 1. Seja U ⊂ E um conjunto aberto. Se f : U → F é di-
ferenciável em a ∈ U , então existe k > 0 tal que, para x ∈ E
suficientemente próximo de a, tem-se
‖ f(x)− f(a) ‖F< k ‖ x− a ‖E .
Demonstração. Se f : U → F diferenciável em a, então existe
f ′(a) ∈ L(E,F ) tal que, para todo h ∈ E suficientemente próxi-
mo de 0E , tem-se





‖ h ‖E = 0F .
Sendo f ′(a) ∈ L(E,F ), temos que
‖ f ′(a) ‖L(E,F )= sup{‖ f ′(a).h ‖F : h ∈ E, ‖ h ‖E= 1} < +∞.
Fazendo k = ||f ′(a)||L(E,F ) + 1, temos que
sup{‖ f ′(a).h ‖F : h ∈ E, ‖ h ‖E= 1} < k
e, consequentemente, para todo h ∈ E, ‖ h ‖E= 1, temos
‖ f ′(a).h ‖F≤ sup{‖ f ′(a).h ‖F : h ∈ E, ‖ h ‖E= 1} < k.
Então, pela Proposição 2, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣limt→0 f(a+ th)− f(a)t
∣∣∣∣∣∣∣∣
F
= ||f ′(a).h||F < k











Fazendo x = a + th, segue que th = x − a e t → 0 implica que
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Logo, para x ∈ E suficientemente próximo de a, tem-se
||f(x)− f(a)||F
‖ x− a ‖E < k
e consequentemente
||f(x)− f(a)||F < k ‖ x− a ‖E .

Proposição 7. Sejam U ⊂ E e V ⊂ F conjuntos abertos e f : U →
F e g : V → G funções tais que f(U) ⊂ V . Se f é diferenciável em
a ∈ U e g é diferenciável em b = f(a) ∈ V , então (g ◦ f) : U → G é
diferenciável em a e (g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a).
Demonstração. Se f é diferenciável em a ∈ U e g é diferenciável
em b ∈ V , então, de acordo com a Observação 1, existem f ′(a) ∈
L(E,F ) e g′(b) ∈ L(F,G) tais que, para todo x ∈ E suficientemente
próximo de a e todo y ∈ F suficientemente próximo de b, tem-se
f(x) = f(a) + f ′(a).(x− a) + ε1(x− a), (3.1)
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Sendo f diferenciável em a, temos que f é contínua em a; logo, para
todo x ∈ E suficientemente próximo de a, tem-se f(x) suficiente-
mente próximo de b = f(a) e consequentemente
(g ◦ f)(x) = g(f(x))
= g(f(a)) + g′(f(a)).(f(x)− f(a)) + ε2(f(x)− f(a)).
De (3.1), segue que
(g ◦ f)(x) = g(f(a)) + g′(f(a)).[f ′(a).(x− a) + ε1(x− a)] + ε2(f(x)− f(a))
= g(f(a)) + g′(f(a)).f ′(a).(x− a) + g′(f(a)).ε1(x− a)
+ε2(f(x)− f(a))
= (g ◦ f)(a) + [g′(f(a)) ◦ f ′(a)].(x− a) + g′(f(a)).ε1(x− a)
+ε2(f(x)− f(a)).
Fazendo η(x) = g′(f(a)).ε1(x−a)+ε2(f(x)−f(a)), para todo x ∈ E
suficientemente próximo de a, tem-se que





‖ x− a ‖E = 0G. (3.5)
De fato, notemos que, de (3.2),
lim
‖x−a‖E→0
g′(f(a)) · ε1(x− a)
‖ x− a ‖E = lim‖x−a‖E→0 g
′(f(a)) · ε1(x− a)‖ x− a ‖E






‖ x− a ‖E = 0G. (3.7)
De fato, do Lema 1, existem k > 0 e δ1 > 0 tais que
‖ x− a ‖E< δ1 ⇒‖ f(x)− f(a) ‖F< k ‖ x− a ‖E . (3.8)
37
Além disso, de (3.3), tem-se que, dado arbitrariamente ε > 0, existe
η > 0 tal que
0 <‖ y − b ‖F< η ⇒ ‖ ε2(y − b) ‖G‖ y − b ‖F =







Ainda, sendo f contínua em a, tem-se que existe δ2 > 0 tal que
‖ x− a ‖E< δ2 ⇒‖ f(x)− f(a) ‖F< η. (3.10)
Seja δ = min{δ1, δ2}. Tem-se que
0 <‖ x− a ‖E< δ, ‖ f(x)− f(a) ‖F= 0
⇒
∣∣∣∣∣∣∣∣ε2(f(x)− f(a))‖ x− a ‖E
∣∣∣∣∣∣∣∣
G
= 0 < ε (3.11)
e, combinando (3.8), (3.9) e (3.10), tem-se também que
0 <‖ x− a ‖< δ, ‖ f(x)− f(a) ‖F> 0
⇒ 0 <‖ f(x)− f(a) ‖F< η
⇒
∣∣∣∣∣∣∣∣ε2(f(x)− f(a))‖ x− a ‖E
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ‖ ε2(f(x)− f(a)) ‖G‖ x− a ‖E < k · ‖ ε2(f(x)− f(a) ‖G‖ f(x)− f(a) ‖F
< k · ε
k
= ε. (3.12)
Então, das implicações (3.11) e (3.12), concluímos exatamante (3.7).




‖ x− a ‖E = lim‖x−a‖E→0
g′(f(a)).ε1(x− a) + ε2(f(x)− f(a))








‖ x− a ‖E
= 0G + 0G
= 0G.
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Desta forma, de (3.4), (3.5) e do Corolário 1, concluímos que (g◦f) :
U → G é diferenciável em a e
(g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a).

Exemplo 6. Sejam f1 : R → R e f2 : R → R as funções definidas
por f1(x) = sen(x) e f2(x) = x4, respectivamente. Para cada a ∈
R, temos que f e g são deriváveis em a e, pela Proposição 4, são
diferenciáveis em a. Então, pela Proposição 7, temos para cada a ∈ R
que (f1 ◦ f2) é diferenciável em a e
(f1 ◦ f2)′(a).h = (f ′1(f2(a)) ◦ f ′2(a)).h




para todo h ∈ R.
Exemplo 7. Sejam f : R2 → R a função definida por f(x) =
x21+x22, para todo x = (x1, x2) ∈ R2, e g : R→ R a função definida
por g(x) = x4, para todo x ∈ R. Pelos Exemplo 2 e Exemplo 3,
temos que f e g são diferenciáveis. Então, pela Proposição 7, temos
para cada a = (a1, a2) ∈ R2 que (g ◦ f) é diferenciável em a e
(g ◦ f)′(a).h = (g′(f(a)) ◦ f ′(a)).h
= (g′(f(a))).(f ′(a).h)
= (g′(f(a))).(2a1h1 + 2a2h2)
= 4.(f(a))3.(2a1h1 + 2a2h2)
= 4.(a21 + a22)3.(2a1h1 + 2a2h2)
= 8.(a21 + a22)3.(a1h1 + a2h2),
para todo h = (h1, h2) ∈ R2.
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Proposição 8. Seja b ∈ F . Se f : E → F é a função definida por
f(x) = b, para todo x ∈ E, então f é diferenciável e
f ′(x) = 0L(E,F ),
para todo x ∈ E.
Demonstração. Se f : E → F é a função definida por f(x) = b, para
todo x ∈ E, então, para quaisquer x, h ∈ E, temos
f(x+ h) = f(x) = f(x) + 0L(E,F ) · h+ ε(h),
em que ε : E → F é a função definida por ε(h) = 0F , para todo










segue da Proposição 3 que
f ′(x) = 0L(E,F ),
para todo x ∈ E.

Exemplo 8. Sejam [aij ]2x2 ∈ M2(R) e f : R → M2(R) a função
definida por f(x) = [aij ], para todo x ∈ R. Pela Proposição 8, temos







para todo h ∈ R.
Proposição 9. Se f : E → F é uma transformação linear e contí-
nua, então f é diferenciável e
f ′(x) = f,
para todo x ∈ E.
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Demonstração. Se f : E → F é uma transformação linear e contí-
nua, então, para quaisquer x, h ∈ E, temos
f.(x+ h) = f.x+ f.h = f.x+ f.h+ ε(h),
em que ε : E → F é a função definida por ε(h) = 0F , para todo




‖ h ‖E = lim‖h‖E→0
0F
‖ h ‖E = 0F ,
segue da Proposição 3 que
f ′(x) = f,
para todo x ∈ E.

Exemplo 9. Sejam a ∈ R e f : R → R a transformação linear e
contínua definida por f(x) = ax, para todo x ∈ R. Pela Proposição
9, temos que f é diferenciável e, para todo x ∈ R, tem-se
f ′(x).h = f(h) = ah,
para todo h ∈ R.
4 DIFERENCIABILIDADE EM ESPAÇOS PRODU-
TOS
Neste capítulo, vamos considerar algumas situações em que
E ou F é um espaço produto normado; mais precisamente, vamos
assumir que E = E1 × . . . × En ou F = F1 × . . . × Fm, em que
{E1, . . . , En} e {F1, . . . , Fm} são famílias de espaços normados. No
caso em que E = E1 × . . .×En, vamos considerar sobre E a norma
produto, ou seja,
||x||E = ||x1||E1 + . . .+ ||xn||En ,
para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Para cada i = 1, . . . , n, vamos
considerar a projeção pi : E → Ei definida por
pi(x) = xi,
para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ E, e a injeção ui : Ei → E definida
por
ui(x) = (0E1 , . . . , 0Ei−1 , x, 0Ei+1 , . . . , 0En),
para todo x ∈ Ei. De maneira análoga, no caso em que F = F1 ×
. . . × Fm, vamos considerar sobre F a norma produto e, para cada
i = 1, . . . ,m, vamos considerar a projeção pi : F → Fi e a injeção
ui : Fi → F .
Observação 3. Notemos que
pi ◦ ui = IFi
para cada i = 1, . . . ,m, e
m∑
i=1
(ui ◦ pi) = IF .
Observação 4. Notemos que, para cada i = 1, . . . ,m, as funções
pi : F → Fi e ui : Fi → F são transformações lineares e contínuas
e, pela Proposição 9, são diferenciáveis e satisfazem
p′i(x) = pi,
42 Capítulo 4. Diferenciabilidade em espaços produtos
para todo x ∈ F , e
u′i(x) = ui,
para todo x ∈ Fi.
Proposição 10. Sejam F = F1 × . . . × Fm, U ⊂ E um conjunto
aberto e f : U → F uma função. Então, f é diferenciável em a ∈ U
se, e somente se, fi := pi ◦ f é diferenciável em a, para cada i =




[ui ◦ f ′i(a)].
Demonstração. Se f é diferenciável em a, então, sendo pi diferen-
ciável, segue da Proposição 7 que fi := pi ◦ f é diferenciável em a
e
f ′i(a) = (pi ◦ f)′(a) = p′i(f(a)) ◦ f ′(a) = pi ◦ f ′(a),
para cada i = 1, . . . ,m.
Reciprocamente, se fi := pi ◦ f é diferenciável em a, para
cada i = 1, . . . ,m, então, sendo ui diferenciável e









































(ui ◦ f ′i(a)).

Exemplo 10. Seja f : R → R3 a função definida por f(x) =
(sen(x), x4, ex). Do Exemplo 3 temos que, para cada a ∈ R, as
funções f1 : R → R, f2 : R → R e f3 : R → R definidas por
f1(x) = sen(x), f2(x) = x4 e f3(x) = ex, respectivamente, são
diferenciáveis em a. Então pela Proposição 10 temos que, para cada
a ∈ R, f é diferenciável em a e
f ′(a).h = [(u1 ◦ f ′1(a)) + (u2 ◦ f ′2(a)) + (u3 ◦ f ′3(a))].h
= (u1 ◦ f ′1(a)).h+ (u2 ◦ f ′2(a)).h+ (u3 ◦ f ′3(a)).h
= u1.(f ′1(a).h) + u2.(f ′2(a).h) + u3.(f ′3(a).h)
= u1.((cos(a)).h) + u2.(4a3.h) + u3.(ea.h)
= ((cos(a)).h, 0, 0) + (0, 4a3.h, 0) + (0, 0, ea.h)
= ((cos(a)).h, 4a3.h, ea.h),
para todo h ∈ R.
Observação 5. Notemos que, quando E = E1 × . . . × En e a =
(a1, . . . , an) ∈ E, podemos considerar, para cada i = 1, . . . , n, a
função λi : Ei → E definida por
λi(x) = (a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an),
para todo x ∈ Ei.
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Proposição 11. Sejam E = E1 × . . . × En, U ⊂ E um conjunto
aberto e f : U → F uma função. Se f é diferenciável em a =
(a1, ..., an) ∈ U , então (f ◦ λi) é diferenciável em ai, para cada i =




[(f ◦ λi)′(ai) ◦ pi].
Demonstração. Notemos que, para todo x ∈ Ei, tem-se
λi(x) = (a1, ..., ai−1, x, ai+1, ..., an)
= (a1, ..., ai−1, ai + x− a1, ai+1, ..., an)
= (a1, ..., an) + (0E1 , ..., 0Ei−1 , x− ai, 0Ei+1 , ..., 0En)
= a+ ui.(x− ai).
Consideremos ϕ : Ei → E definida por ϕ(x) = a, para todo x ∈ Ei,
χ : Ei → Ei definida por χ(x) = −ai, para todo x ∈ Ei, e ψ : Ei →
Ei definida por ψ(x) = IEi(x) + χ(x), para todo x ∈ Ei. Temos
então que
λi(x) = a+ ui.(x− ai)
= ϕ(x) + ui.(ψ(x))
= ϕ(x) + (ui ◦ ψ)(x)
= [ϕ+ (ui ◦ ψ)](x).
Desta forma, λi é diferenciável e
λ′i(x) = [ϕ+ (ui ◦ ψ)]′(x)
= ϕ′(x) + (ui ◦ ψ)′(x)
= 0E + u′i(ψ(x)) ◦ ψ′(x)
= ui ◦ IE
= ui,
para todo x ∈ Ei. Portanto, se f é diferenciável em a, então (f ◦ λi)
é diferenciável em ai e








f ′(a) = f ′(a) ◦ IE

















[(f ◦ λi)′(ai) ◦ pi].

Exemplo 11. Seja f : R2 → R a função definida por f(x) = x21+x22,
para todo x = (x1, x2) ∈ R2. Do Exemplo 2 temos que, para cada
a = (a1, a2) ∈ R2, a função f é diferenciável em a e, da Proposição
11, segue que as funções (f ◦ λ1) : R → R e (f ◦ λ2) : R → R
definidas por
(f ◦ λ1)(x) = f(λ1(x)) = x2 + a22
e
(f ◦ λ2)(x) = f(λ2(x)) = a21 + x2,
para todo x ∈ R, são diferenciáveis em a1 e a2, respectivamente, e
f ′(a).h = [(f ◦ λ1)′(a1) ◦ p1].h+ [(f ◦ λ2)′(a2) ◦ p2].h
= (f ◦ λ1)′(a1).(p1.h) + (f ◦ λ2)′(a2).(p2.h)
= (f ◦ λ1)′(a1).h1 + (f ◦ λ2)′(a2).h2






= 2.a1.h1 + 2.a2.h2,
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para todo h = (h1, h2) ∈ R2.
Observação 6. Notemos que, quando E é um espaço de Hilbert,
U ⊂ E é um conjunto aberto, a ∈ U e f : U → R é uma função
diferenciável em a, tem-se, pelo Teorema da Representação de Riesz,
que existe ∇f(a) ∈ E tal que
f ′(a).h =< ∇f(a), h >,
para todo h ∈ E.
Proposição 12. Sejam U ⊂ Rn um conjunto aberto e a ∈ U . Se



















para todo h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn.
Demonstração. Se f : U → R é uma função diferenciável em a,
então existe f ′(a) ∈ L(Rn,R) e, sendo Rn um espaço de Hilbert,
existe ∇f(a) = (b1, . . . , bn) ∈ Rn tal que




para todo h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. Então, para cada j = 1, . . . , n,
temos
bj =< ∇f(a), ej >= f ′(a).ej
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e, da Proposição 11, segue que
















= (f ◦ λj)′(aj).1
= lim
t→0
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APÊNDICE A – DEFINIÇÕES E RESULTADOS
COMPLEMENTARES
Definição 3. Seja E um espaço vetorial. Uma função ||.||E : E → R
é chamada norma se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) ||x||E ≥ 0, para todo x ∈ E;
(ii) ||x||E = 0 se, e somente se, x = 0E ;
(iii) ||tx||E = |t|||x||E , para todo t ∈ R e todo x ∈ E;
(iv) ||x+ y||E ≤ ||x||E + ||y||E , para todos x, y ∈ E.
Neste caso, diz-se que o par (E, ||.||E) é um espaço normado.
Definição 4. Sejam (E, ||.||E) um espaço normado e (xn) uma
sequência em E. Diz-se que o ponto x ∈ E é limite da sequência
(xn) quando, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
||xn − x||E < ε,
para todo n > n0. Neste caso, diz-se que (xn) é uma sequência
convergente.
Definição 5. Sejam (E, ||.||E) um espaço normado e (xn) uma
sequência em E. Diz-se que (xn) é uma sequência de Cauchy quando,
para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
||xn − xm||E < ε,
para todo n,m > n0.
Definição 6. Seja (E, ||.||E) um espaço normado. Diz-se que (E, ||.||E)
é um espaço de Banach se toda sequência de Cauchy em E é con-
vergente.
Definição 7. Seja E um espaço vetorial. Um função < ., . >E :
E × E → R é chamada produto interno se satisfaz as seguintes
propriedades:
(i) < x, x >E ≥ 0, para todo x ∈ E;
(ii) < x, x >E = 0 se, e somente se, x = 0E ;
(iii) < x1 + x2, y >E = < x1, y >E + < x2, y >E , para todos
x1, x2, y ∈ E;
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(iv) < tx, y >E = t < x, y >E , para todo t ∈ R e todos x, y ∈ E;
(v) < x, y >E = < y, x >E , para todos x, y ∈ E.
Neste caso, diz-se que o par (E,< ., . >E) é um espaço com produto
interno.
Definição 8. Seja (E,< ., . >E) um espaço com produto interno e
||.||E : E → R a norma definida por
||x||E =
√
< x, x >E ,
para todo x ∈ E. Diz-se que (E,< ., . >E) é um espaço de Hilbert
se (E, ||.||E) é um espaço de Banach.
Definição 9. Sejam (E, ||.||E) e (F, ||.||F ) espaços normados e T :
E → F uma transformação linear. Diz-se que T é uma transforma-
ção linear limitada se existe k ∈ R tal que
||Tx||F ≤ k||x||E ,
para todo x ∈ E. No caso em que F = R, diz-se que T é um funcional
linear limitado.
Proposição 13. Sejam (E, ||.||E) e (F, ||.||F ) espaços normados e
T : E → F uma transformação linear. São equivalentes as seguintes
afirmações:
(i) T é limitada;
(ii) T é uniformemente contínua;
(iii) T é contínua.
Demonstração. Consultar Kesavan (2004).

Proposição 14. Sejam (E, ||.||E) e (F, ||.||F ) espaços normados. Se
L(E,F ) é o espaço vetorial das transformações lineares limitadas,
então a função ||.||L(E,F ) : L(E,F )→ R definida por
||T ||L(E,F ) = sup
{ ||Tx||F
||x||E : x ∈ E , x 6= 0E
}
,
para todo T ∈ L(E,F ), é uma norma.
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Demonstração. Consultar Kesavan (2004).

Proposição 15. Sejam (E, ||.||E) e (F, ||.||F ) espaços normados. Se
T : E → F é uma transformação linear limitada, então
sup
{ ||Tx||F
||x||E : x ∈ E , x 6= 0E
}
= sup {||Tx||F : x ∈ E , ||x||E < 1}
= sup {||Tx||F : x ∈ E , ||x||E = 1} .
Demonstração. Consultar Kesavan (2004).

Teorema 1 (Teorema da Representação de Riesz). Seja (E,< ., . >E
) um espaço de Hilbert. Se f : E → R é um funcional linear limitado,
então existe um único u0 ∈ E tal que
f(u) =< u, u0 >E ,
para todo u ∈ E.
Demonstração. Consultar Kesavan (2004).

